
Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI LIMITES D’UNE FONCTION

1
Soient f : D −→ R et g : D −→ R deux fonctions,

a ∈ D et ℓ,ℓ′ ∈ R. Montrer proprement que si lim
a

f = ℓ

et lim
a

g = ℓ′, alors :

1) lim
a
( f + g) = ℓ+ ℓ′. 2) lim

a
f g = ℓℓ′.

3) lim
a

1

f
=

1

ℓ
si ℓ 6= 0.

————————————–

CALCULS DIRECTS DE LIMITES

2
Calculer les limites suivantes :

1) lim
x→+∞

�p

x3 + x −
p

x3 + 1
�

.

2) lim
x→+∞

�

3
p

x3 + x2 − 3
p

x3 − x2
�

.

3) lim
x→0

p
1+ xm −

p
1− xm

xn
(m, n ∈ N).

————————————–

3
Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

1) lim
x→0

x

�

1

x

�

et lim
x→+∞

x

�

1

x

�

.

2) lim
x→+∞

x2

ln(ex + 1)
et lim

x→−∞
x2

ln(ex + 1)
.

3) lim
x→+∞

ex

ch x + x2
et lim

x→−∞
ex

ch x + x2
.

4) lim
x→+∞

�

ln x+sin x
�2

. 5) lim
x→1
(ln x)(ln ln x).

6) lim
x→+∞

sin ex + esin x + x2

p
x2 + 1

. 7) lim
x→+∞

�

ln x

x

�
1
x

.

8) lim
x→+∞

eαx

eβ x2 + x
(α,β ∈ R).

————————————–

4
Calculer les limites suivantes :

1) lim
x→0
(1+ x)

1
x . 2) lim

x→0

2x − 1

sin(2x)
.

3) lim
x→1

xβ − 1

xα − 1
(α ∈ R∗,β ∈ R).

4) lim
x→0

sin(3x)

x2 ln(1+ 2x)− x4
.

5) lim
x→0

sin(3πx)

sin(4πx)
et lim

x→1

sin(3πx)

sin(4πx)
.

6) lim
x→0

xα − 1

ln x
et lim

x→1

xα − 1

ln x
(α ∈ R).

————————————–

5
Montrer que les fonctions suivantes n’ont pas de

limite : 1) x 7−→ sin(cos x) en +∞.

2) x 7−→ x x

⌊x⌋⌊x⌋ en +∞.

3) x 7−→ cos
�

e
1
x2

�

en 0.

————————————–

6
Soit f : R∗

+
−→ R une fonction possédant une

limite ℓ ∈ R∗
+

en +∞.

1) Calculer lim
x→+∞

f (x)x dans le cas où ℓ 6= 1.

2) Trouver un exemple de fonction f pour laquelle

ℓ = 1 et lim
x→+∞

f (x)x = 0 (resp. 2, resp. +∞).

————————————–

PROBLÈMES FONCTIONNELS

7
Déterminer toutes les fonctions f : R∗

+
−→ R pour

lesquelles pour tous x , y > 0 :
�

� f (x)− f (y)
�

� ¶
x

y
.

————————————–

8
Déterminer toutes les fonctions f : R −→ R pério-

diques qui possèdent une limite en +∞.

————————————–

9
Soit f : R −→ R une fonction croissante. Mon-

trer que la fonction x 7−→ lim
x−

f est croissante.

————————————–

10
Soit f : R −→ R une fonction. On suppose que pour

tous x , y ∈ R :

f (x + y) = f (x) + f (y) et f (x y) = f (x) f (y).

1) Que peut valoir f (1)? Conclure dans le cas où

f (1) = 0.

2) On suppose désormais f (1) 6= 0.

a) Montrer que f
Q
= IdQ.

b) Montrer que f est positive sur R+, puis que f

est croissante sur R.

c) En déduire que f = IdR.

————————————–

11
Soit f : R∗

+
−→ R une fonction croissante, non

identiquement nulle et telle que pour tous x , y > 0 :

f (x y) = f (x) + f (y).

1) Montrer que lim
+∞

f = +∞. Que vaut lim
0

f ?

2) Résoudre l’équation f (x) = 0 d’inconnue x ∈ R∗
+

,

puis en déduire que f est strictement croissante

sur R∗
+

.

————————————–
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